RESUMEN DE RESULTADOS IMPORTANTES
ACERCA DE SUCESIONES Y SERIES

MATE 3032 - DR. UROYOAN R. WALKER

1. SUCESIONES

Teorema 1.1. Sucesiones monotonicas acotadas convergen.

Ejemplo 1.2. Sea {a,} la sucesién definida recursivamente por a; =
V2V ani1 = 2+ a, para n > 1. Se puede verificar facilmente que
{a,} es acotada y creciente (ver notas de la clase). Por el teorema 1.1,
{a,} es convergente.

Teorema 1.3 (Teorema del Sandwich). Suponga que las sucesiones
{an}, {bn} vy {c.} satisfacen las siguientes condiciones:

(1) a, < b, < ¢, para toda n

(2) lim a, = hm cn=1L

Entonces lim b, = L.

n—oo

(="

n

Ejemplo 1.4. Sea b, =2 + . Esta sucesion se puede pillar entre

las sucesiones a, =2 — — y ¢, =2+ —, que convergen a 2. Por el

teorema del Sandwich, la sucesion b, también converge a 2.

2. SERIES

Teorema 2.1. Si la serie ) a, converge, entonces lim a, =0. De

n—oo

igual manera, si la sucesion {a, } , no tiende a cero, entonces la serie
> a, diverge.

1
Ejemplo 2.2. La serie E —_— dlverge pues hm ntl_ =1+#0.
n— n

oo

Teorema 2.3 (Teorema de la Serie Geométrica). La serie Z r’" con-
verge si y solo si |r| < 1. Para |r| < 1, la suma de la serie esta dada
1
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por

n=0
1

Ejemplo 2.4. La serie Z (5) converge, y suma 3/2.

3. SERIES DE TERMINOS POSITIVOS

Teorema 3.1 (Prueba de la Integral). Sea f(z) una funcién continua
v positiva en el intervalo [1,00) y fije a,, = f(n) para todo entero n > 1.

. . . o0
Entonces la serie E a” converge si y solo si [~ f(x)dx converge.

n=1

Ejemplo 3.2. La integral / dz converge a /4 (j Verificalo!).
1

1+ 22
1

oo
Por el teorema 3.1, la serie E 1 5 converge.
n=1

o0
Teorema 3.3 (Teorema de las p-series). La serie E — converge siy
n

n=1

solo si p > 1.

1
Ejemplo 3.4. La serie harmoénica Z — diverge, mientras que la serie
n

n=1
00
1
E ) converge.
n
n=1

Teorema 3.5 (Estimado del Residuo). Sea f(x) una funcion como la
del teorema 3.1 y suponga que la integral floo f(z)dz converge. Fije

ap = f(k) y sea S = Zak y S, = Zak Entonces
k=

/nif(rc) <5-5, /f

Teorema 3.6 (Prueba de la Comparacion). Sean Z an y Z b, series

n=1 n=1
cuyos términos son positivos. Entonces

(1) Si a, < b, para toda n y > b, converge, entonces »_ a, con-
verge.
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(2) Si a, > b, para toda ny > b, diverge, entonces Y a,, diverge.

1
27:_ [ = o, bara todo n (jVerifique!). Como
n

la serie Z 2— =3 Z — diverge, la serie Z 2n
n n n

ser divergente.

Ejemplo 3.7. Tenemos

] tine también que

Teorema 3.8 (Teorema de la Comparacion de Limites). Sean Y >°  a

y > o, by series de términos positivos. Suponga que la sucesion { 3 }
" Jn=1
converge a un limite L # 0. Entonces ambas series convergen o ambas

series divergen.

2n3 +1

Ejemplo 3.9. Sea a, = ———— y sea b, Se puede verificar
nd

ﬁ.
facilmente que (Ejercicio) lim 2% =9 # 0. Como Y b, converge (es

una p-serie con p = 2, entonces »  a, también converge.

4. SERIE ALTERNA

Teorema 4.1 (Prueba de la Serie Alterna). Sea {a,}, ., una sucesion
que satisface las siguientes condiciones:

(1) an = any1 > 0 para todo n.

(2) lim a, = 0.

n—oo
Entonces la serie alterna E (—1)"*'a, converge.
n=1

-1 n+1
Ejemplo 4.2. La serie harmonica alterna 5 ———— converge.
n

n=1

Teorema 4.3 (Error Estimado para Series Alternas). Sea {a,} -, una
sucesion que satisface las condiciones del teorema 4.1. Sea S la suma
de la serie y sea S,, la n-ésima suma parcial de la serie. Entonces

’S - Sn’ < Ap41

para toda n.

5. CONVERGENCIA ABSOLUTA

Teorema 5.1 (Teorema de la Convergencia Absoluta). Si la serie
> |a,| converge, entonces la serie Y a,, converge.
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sin(n)

2 n2’
el teorema 3.6 la serie > |a,| converge. Por el teorema 5.1 la serie

sin(n) .,
E 5 converge también.
n

Ejemplo 5.2. Sea a, = Tenemos |a,| < Entonces, por

Teorema 5.3 (Prueba de la Razon). Suponga que el limite

an—l—l

p = lim

n—oo

an
existe o es infinito.

(1) Si p < 1, entonces la serie > a, es absolutamente convergente.
(2) Sip > 1, entonces la serie ) a, es divergente.
(3) Si p =1, entonces la prueba es inconclusa.

any1 n+1 an,

Ejemplo 5.4. Sea a,, = ™ Entonces = . Tenemos lim
2n an 2n n—00 (11

=1/2<1

n
(i Verificalo!). Por el teorema 5.3, la serie Z n convergente.

Teorema 5.5 (Prueba de la Raiz). Suponga que el limite

p= lim |a,|""

n—oo
existe o es infinito.

(1) Si p < 1, entonces la serie ) a, es absolutamente convergente.
(2) Si p > 1, entonces la serie ) a, es divergente.
(3) Si p =1, entonces la prueba es inconclusa.

: _ (= n _ (LY o
Ejemplo 5.6. Sea a, = BT Entonces |a,| " = 30" Ten-
emos lim n?™ =1 (j Verificalo!), asi p = lim |a,|"'" =1/3 < 1. Por

—1)» 2
el teorema 5.5, la serie Z M

3 es absolutamente convergente.

6. SERIES DE POTENCIA
o)
Teorema 6.1. Sea ch(x —a)" una serie de potencias. Hay sola-
mente tres posibilida?ieg:
e}
(1) La serie Z cn(z — a)" converge solo cuando z = a.
n=0
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o

(2) Existe un nimero R > 0 tal que la serie Z cn(z —a)" es ab-
n=0

solutamente convergente para |z —a| < Ry divergente para

|z —al > R.
oo

(3) La serie Z cn(x — a)" converge para toda x.
n=0

El nimero R de (2) se llama el radio de convergencia de la serie.

En el caso (1), es decir, cuando la serie E cn(x —a)" converge solo

n=0

para x = a, se dice que el radio de convergencia es 0, y en el caso
(3) - cuando la serie converge para toda x - decimos que el radio de
convergencia es infinito.

o0
Ejemplo 6.2. (1) La serie Zn!x" converge solo para z = 0, asi

n=0
que su radio de convergencia es R = 0.
o0

(2) La serie geométrica Zx" es absolutamente convergente para
n=0
|z| < 1y diverge para |z| > 1 ; entonces su radio de convergen-

claes R =1.
o0 n

, x
(3) La serie Z — es absolutamente convergente para toda z; su
n!

n=0
radio de convergencia es infinito.

La Prueba de la Raz6n se puede utilizar con bastante frecuencia para
calcular el radio de convergencia. Resumimos el procedimiento en el
siguiente teorema.

oo
Teorema 6.3. Suponga que la serie de potencia Z cn(x —a)” es tal
que =0
c
L= lim |2
n—oo [ Cp,

existe o es infinito. Entonces el radio de convergencia de la serie
o

1
Z cp(xr—a)” es R = 17 (con las convenciones de que R = 0si L = oo
n=0
yR=00siL=0.)

Este teorema se puede demostrar facilmente utilizando el teorema
5.3 con a, = c,(xr — a)”. Notese que en este caso p = L|z — al.
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N 1
Ejemplo 6.4. Considere la serie E T Aqui ¢, = oy entonces
n=0

. n .
= lim ——— = —, entonces el radio de convergen-
C, n—oo 2(n + 1) 2

cia de esta serices R=1/L =

L = lim

n—oo

Teorema 6.5. Suponga que la serie Z cn(z — a)" tiene radio de con-
n=0
vergencia R > 0 (R = oo es posible). Defina f(x ch (x —a)"
n=0

para |z — a| < R. Entonces

(1) f(x) es diferenciable y f’(x chn r—a)"!

n+1
(3) Las series en (1) y (2) también tienen radio de convergencia R.

o
= E z" obten-
—x
n=0

1
emos la identidad ——— = g naz""!. Integrando la serie geométrica
(1—x
n+1

) [ fz)de = (Z Cn (x—a)"‘1> +C

Ejemplo 6.6. Diferenciando la serie geométrica ]

[e.9]

T
¢ (l-a)=-3
enemos In(1 — x) D

fica facilmente que es cero si se toma x = 0). Estas nuevas series
heredan el radio de convergencia de la serie geométrica R = 1.

(la constante de integracion se veri-

Teorema 6.7. Suponga que una funcion f(z) tiene representacion en

series de potencia
o0
= E ez —a)”
=0

para x en un intervalo abierto que contenga a a. Entonces los coefi-
cientes ¢, de la serie estan dados por

7(a)

n!

Cp =

Notese que por el teorema 6.5 f(z) es infinitamente diferenciable.
La formula de arriba se obtiene aplicando el teorema 6.5 (Parte 1) n
veces para hallar f(z) y tomando = = a.
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Una consecuencia inmediata e importante del teorema 6.5 es:

Corolario 6.8. Si una funcion f(z) tiene una representacion de series
de potencias en a, esta representacion es Unica.

Definicién 6.9. Sea f(z una funcion tal que f(a) existe para todo
n. Entonces la Serie de Taylor de f(x) en a es la serie

Si a = 0 la serie se llama la Serie de MacLaurin de f(z).

= 1
Ejemplo 6.10. La serie de Taylor de f(z) = €” en 0 es g —‘x”.
n!
n=0

Observe que f™(0) = ¢ = 1 para toda n.

La pregunta fundamental de las series de Taylor es si convergen a la
funcion. Hay ejemplos (vea notas de la clase) para el cual este no es el
caso. Para estudiar estas preguntas de convergencia, se introducen los
polinomios de Taylor, que son sumas parciales de las series de Taylor.

Definicién 6.11. Asumiendo que todas las derivadas de orden hasta
n de f(x) existen en a, definimos el n-ésimo polinomio de Taylor como
la suma

") (g
1) =3 T oyt

El n-ésimo residuo de Taylor como la diferencia
Ry(x) = f(z) = T,(x)

Una consecuencia inmediata de esta definicién es que la serie de
Taylor de f(x) en a converge a f(z) siy solosi lim R,(x) = 0.
n—oo

Teorema 6.12 (Teorema de Taylor). Si f(z) tiene derivadas de orden
hasta n+ 1 en un intervalo abierto I que contiene a a, entonces para x
en I, x # a, existe un nimero z con |z — a| < |x — al tal que

(1) 5
R“@:in+%h$_wwl

Comentario 1. Observe que para n = 0, el teorema de Taylor es
equivalente al teorema del valor medio.

En muchos ejemplos uno utiliza el Teorema de Taylor para demostrar
que lim R,(z)=0.



8 MATE 3032 - DR. UROYOAN R. WALKER

Ejemplo 6.13. Sea f(z) = cos(z) y sea a = 0. Como f"*V(z) =
+sen(z) 6 f"*(2) = £ cos(z), dependiendo de la paridad de n, ten-
emos ‘f(”“)(z)‘ < 1, entonces, por el teorema de Taylor

1 n+1
(1) )l < gy 1o

oo

1
—— 2" esel (n+1)-ésimo término de la serie —z"
(n+1)! (n+1) ; n!” 7
que sabemos que converge para todo x. El término general de cualquier

Observe que

serie convergente tiene que tender a 0 (teorema 2.1), asf lim ————z" " =
n—oo (n + 1)!

0. Por la desigualdad de arriba 1 tenemos lim R,(z) = 0.

n—o0

Por lo tanto la serie de MacLaurin de cos x converge a cosx para toda
x. Uno puede determinar la serie mediante un céalculo directo usando
(vea las notas de la clase):

(1" .

coszT = nh—{glo n)]



