Repaso de Algebra

Preliminares:
En esta seccion trabajaremos con los siguientes temas:
I. Los numeros reales: racionales e irracionales.
II. Valor absoluto: nociones basicas.
lll. Expresiones algebraicas: evaluacion, dominio.

El lector debe recordar los conceptos basicos de conjuntos. Algunos de estos son:

Elemento o miembro (pertenece a) - xeA,xe¢A
Conjunto nulo o vacio - ¢
Subconjunto - AcB

Union e interseccion - AUB, ANB
Conjunto universal o universo - u
Complemento, complemento relativo - A, A-B

I. Los nimeros reales.

Nuestro conjunto universal sera el conjunto de todos los nimeros reales. Asi,
cuando digamos numero entenderemos numero real, a menos que especifiquemos lo
contrario o que del contexto se pueda inferir claramente de que tipo de nimero hablamos.

Los subconjuntos de los reales de relevancia para nuestra discusioén seran denotados
segun indicamos a continuacion:

El conjunto de los nimeros naturales o enteros positivos - N=1+41,234,..}
El conjunto de los nimeros enteros - zZ=4..,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}
El conjunto de los numeros racionales - Q= {% | a,bez con b=+ O}
El conjunto de los nimeros irracionales - I=A{x|xeQ}

El conjunto de los nimeros reales - R = {x | X €s un namero real}



Para estos conjuntos tenemos las siguientes relaciones:

1)N <€ Z < Q < R. En palabras podemos decir: Todo numero natural es entero (y a su vez
racional y real), todo numero entero es racional*, etc.
* Ver que si tomamos un entero cualquiera, por ejemplo -3, tenemos:
-3 = ‘T3 por lo tanto —3 € Q ya que hemos podido escribir nuestro na-
mero como un cociente de dos enteros con el denominador diferente de
cero. Esto lo podemos hacer con cualquier entero, de aqui que 7Z < Q.
2) I cR.

Estas relaciones se ilustran con el siguiente diagrama, donde "ser subconjunto de"
pasa a ser, informalmente, "estar dentro de".

Mameros Reales R

Irracionales I

Enteros £

Naturales R

Una forma de visualizar a los niUmeros reales es mediante sus expansiones decimales
infinitas. Cada nimero "es" una expresion de la forma: #.d;d,dsds... donde # representa
un entero y did.dsds... es una sucesion infinita de digitos.

Notas: 1) Recuerde que —2.35 = —2.350000... y 18.46134 = 18.461343434...

—2.35 = —2.350000.. . y 18.46134 = 18.461343434. ..
H_/ %—/ \ ~ J
! ! !
l decimal infinito periédico decimal infinito periédico
decimal finito.

2) Algunos nuameros reales tienen mas de una expansion decimal infinita.



Ahora veremos que los niumeros que tienen expansion decimal infinita peridédica forman
el conjunto de los numeros racionales. Esto es:

X esracional siysoOlosi xtiene expansion decimal infinita periddica.

—_—
f=4

La implicacion = es facil de verificar: si x es racional, entonces x = & y

siempre podemos obtener un decimal finito o infinito periédico equivalente a
x efectuando la division a + b.

La otra implicacion <« es un poco mas dificil de verificar para el caso
general, por lo que aqui solamente mostraremos una forma de conseguir la
fraccion 2 equivalente a un decimal infinito periédico dado para ejemplos
particulares (el lector se debe convencer de que siguiendo el método de es-

tos ejemplos siempre se puede lograr lo comedido.)

Ejemplo 1: (Cuando el decimal es finito.)

Para estos casos, el numerador de la fraccién buscada se obtiene removiendo el punto
decimal del nimero dado (obviando los ceros que queden a la izquierda) y el denominador
sera un uno seguido de tantos ceros como lugares decimales tenga el nimero. No olvide
simplificar el resultado.
a) Encontrar una fraccion equivalente a —2.35.
iAn. =235 _ 47

Solucion: =52 = =~ .

b) Encontrar una fraccién equivalente a 137.8.
ia. 1378 _ 689

Solucién: &7 = =

c) Encontrar una fraccion equivalente a 0.0018.

. 18 _ 9
Solucién: 10000 _ 5000

Ejemplo 2: (Cuando el decimal no es finito.)

En este caso tenemos que seguir los siguientes pasos:
1) escribir x = D, donde D representa al decimal dado escrito de modo que muestre al
menos dos bloques repetitivos completos.
2) multiplicar ambos lados de la igualdad x = D por la potencia adecuada de 10 de tal modo
gue el punto decimal de D pase a la derecha del primer blogque repetitivo.
3) multiplicar ambos lados de la igualdad x = D por la potencia adecuada de 10 de tal modo
gue el punto decimal de D pase a la izquierda del primer bloque repetitivo.
4) igualar la diferencia entre los lados izquierdos de las ecuaciones obtenidas en los pasos



1y 2 a la diferencia entre los lados derechos. Note que al restar los lados derechos la parte

decimal infinita cancela.
5) la ecuacioén obtenida en el paso anterior tiene forma ax=b dondeay b son enteros.

la fraccion busca es % )

a) Encontrar una fraccion equivalente a 4.031
Solucion:
X = 4.0313131...
1,000x = (4.0313131...)1,000
1,000x = 4,031.3131...
100x = 40.313131...

1,000x = 6,031.3131..

restar lados correspondientes
100x = 40.313131....

990x = 4,011
4011 1337
X= 90 = 30 -

b) Encontrar una fraccion equivalente a —15.2

Solucién:
x = -15.222...
10x = (-15.222...)10
10x = —152.222...
10x = —152.222.... .
restar lados correspondientes
x = -15.222...
9% = -137

_ 137



c) Encontrar una fraccién equivalente a 0.00030
Solucion:

X =.000303030...

100,000x = 30.303030...

1,000x =.3030...
99,000x = 30
x=_30 _ _1

99,000 3,300 °

Algunos ejemplos de numeros irracionales que apareceran frecuentemente
en el estudio de las mateméticas basicas, precalculo, calculo, etcétera son:

1) Si P es un nimero primo, entonces §P (donde n > 2 es un entero)
es irracional. Veamos un bosquejo de la verificacion de esta proposicion:

Supongamos que, por el contrario, P es racional. Asi podemos escribir
yP = 2 donde a y b son enteros sin factores en comun con b # 0.

P=2= P=(2)"= pP=a.
De la ultima ecuacién arriba se puede derivar una contradiccion al hecho de

gue todo numero natural tiene una factorizacion Unica (Teorema Fundamental
de la Aritmética.) Esta contradiccion muestra que {P no es racional. ¢,Puede

el lector llenar los detalles?

2) La razdn % donde C es la circunferencia de cualquier circuloy r es su radio es

irracional (este dato no es facil de verificar, pero su verificacion no es de relevancia en
este nivel.) Dicha razon se denota con la letra griega = "pi". # es aproximadamente

3.1416. También se puede usar la aproximacion = =~ 2—72 .

3) La suma (diferencia, producto y cociente) de un racional y un irracional es
irracional. Cuidado: La suma (diferencia, producto y cociente) de dos racionales es
racional, pero la suma (diferencia, producto y cociente) de dos irracionales no

necesariamente es irracional. (r -z =0, % =1, J5/5=5)



Ejemplo 3:
Determinar si el nimero dado es racional o irracional. Justifique su respuesta.

a) 7.121212 b) 37 c) 22
d) 52.121212... e) 1 f)3/2 + 542
- . 2\ 72
9) 25+ /75 h) 4.7 +2 o(ﬁ )
)5+ 5 k) V2 /8 )2
Solucion:
a) decimal finito. racional.
b) producto de un racional por un irracional. irracional.
)22 =680 _ 1 g racional.
d) decimal infinito periddico. racional.
e) 3— g7 es irracional al ser la diferencia de un racional menos un irracional
por lo tanto &,jﬁ es el cociente de un irracional entre un racional. irracional.
f) 3J/2 + 542 = 8,/2 producto de un racional por un irracional. irracional.
g) 25+ J25 = 25+ 5 = 30. racional.
h) racional (decimal infinito periddico) entre raccional racional.
ﬁ X

i) (ﬁﬁ) =ﬁﬁ 2 _ J2° =2 racional.
) suma de un racional més un irracional. irracional.

k) V2.8 = J2x8 = /16 = 4. racional.

[) esta expresion no representa a un namero, asi que no es racional ni irracional.

Il. Valor absoluto.
Definicién : Si x es un numero real, su valor absoluto o magnitud se representa por [x| y

se define por:
X, Si x>0
Xl = :
-X, Sl x<0

llustraciones: |5 =5, |1.3]=13, [0]=0, |-2|=2 .

Estas ilustraciones muestran una mecanica facil de seguir para determinar el valor
absoluto de un numero fijo pero debemos tener un mejor entendimiento de la definicién



para poder trabajar con casos donde nos encontremos con variables. Veamos como
trabajamos con la definicion:

Si deseamos evaluar, por ejemplo |-7|, debemos ver que aqui -7 juega el papel de x
y notar que para este caso x = -7 < 0. En este caso la definicién nos dice que debemos
dar como resltado el opuesto aditivo de x, esto es —x. Asi,
F7|=-(-7)=7.

Ejemplo 4:
a) Escribir una expresion equivalente a |9 - x| sin el uso del valor absoluto dado que x > 9.
Solucién: Para poder salir del valor absoluto debemos sabersi 9-x>0 6si9-x<0.

Como sabemos que x > 9, tenemos 9-x< 0,asique|9—x|=—-(9-x) =x-9.

b) Escribir una expresion equivalente a |x? + 1| .

Solucién: Recordar que si x es un nimero real, entonces x? > 0 (esto se verifica tomando
todas las posibilidades de signo para x y las reglas para el signo del producto x? = x-x.)
Asique x?+1>1>0,porlotanto [x?+1|=x%>+1.

Datos adicionales sobre el valor absoluto.
1) El valor absoluto de un niumero se puede interpretar como la distancia, en la recta
real, entre el nUmero y cero.
2) Paratodo x, x>0 y [x|]>x
3) En general, |-x|# X.
4) Paratodo x, |-x|=[x|.
5) X|=0 siysoélosi x=0.
6) Para todos nimeros reales a y b, |abj=Jalb] y |2| = % :

lll. Expresiones algebraicas.

Una expresion algebraica es una combinacion "bien formada" de numeros y/o variables
con las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division, exponenciacion y extraccion de
raices.

llustraciones:

3+2x, 5+x%, -2, dx+ 2, L(hi+hz) son expresiones algebraicas.

2, J-25, J+* no son expresiones algebraicas.

Evaluar una expresion algebraica para un valor preasignado a cada variable es sustituir,
en la expresion dada, cada variable por el valor correspondiente.



Ejemplo 5:
Evaluar cada expresion para los valores dados a sus variables. No olvide simplificar.

a) 2c+32 para c=90.

c=90
!
2c+32
;v_l
N
%(90)+32=%+32=162+32=194
b) 2x2-x+1 para x=-2.
X=-2
7\
Voo
22 —x+1
%_I
N\

2(-2)2-(-2)+1=2(4)+2+1=8+3=11

c) J2s(s+1)(s+3) para s=3.

J2R)B+D(B3+3) = [6(4)(9) =2(3)/6 = 6/6

d 271’0 para r=6vy 6=Z.

17(6)°(£) = Ln36% = L72 = 9n?

e) +h(by+bpy) para by =2 y by,=8.
1h(2+8) = 1h(10) = 5h



f) [3(x+Ax)2—(x+A:Z(+l]—[3X2—X+1] para X = 1 y AX =.2.

[3(1+.2)2-(1+2)+1]-[3(1)%-1+1]  [3(12)*-1.2+1]-3
2 - 2

_ 3(144)-2-3 _ 432-2-3 _ 112 _ A 28
= > = > = == =56 0

ab-(z%+1)

9) —p - Ppara a=z+1 y b=2z-1
@EDED-241 _ 2pzi-21 _ -2 _ -1
(z+1)—(z-1) z+1-7+1 2

El dominio de una expresion algebraica en una variable.

Sabemos que algunas combinaciones de nimeros con operaciones algebraicas no

estan definidas. Por ejemplo % y ¢-16 no estan definidas en el sistema de nimeros

reales. Por lo tanto, cuando tratamos de evaluar una expresion algebraica para determinado
valor de su variable nos podemos encontrar con una situacién similar. El dominio de una
expresion algebraica consiste de todos los nimeros que al ser sustituidos por la variable
dan lugar a una expresion definida en el sistema de los nimeros reales a menos que se
especifique lo contrario.

Para encontrar el dominio de una expresion algebraica dada debemos estar atentos a
los casos donde aparece la variable en algin denominador y/o en algun radicando de una
raiz de indice par. Veamos los siguientes ejemplos que nos ilustraran como trabajar con los
casos gue nos interesan.

Ejemplo 6:
Determinar el dominio de las siguientes expresiones algebraicas.

a) x°+x2-1

Solucién: Esta expresion es un polinomio.Sabemos que los polinomios estan definidos



para todos los valores de su variable, asi que el dominio es el conjunto de todos los
nameros reales.
Dominio = R

b) %

Solucion: Esta expresion es un cociente. Como el numerador siempre esta definido
(es un numero fijo), lo Unico que puede dar lugar a una expresion no definida es la
sustitucion de x por 0. Asi vemos que el dominio consiste de todos los nimeros
reales salvo el cero.

Dominio = R — {0}.

X+4
C) 2x-3

Solucion: Este caso es similar al anterior en el sentido de que la expresion también es

un cociente donde el numerador siempre esta definido (a cualquier nimero real x le
podemos sumar 4). Ahora debemos determinar que nimero o numeros hacen que el
denominador 2x— 3 sea cero. Para esto resolvemos la ecuacion 2x—-3 = 0.
2x-3=0
2X=3
3

X:?.

El dominio consiste de todos los nimeros reales salvo %
- - _ _ i
Dominio = R {2}

Xl
d) X2—4

Solucién: La expresion en este caso envuelve dos denominadores. Procedemos a
resolver las ecuaciones x+1=0 y x?-4=0
X+1=0 < x=-1
X°-4=0 o Xx=4 < x2=42
Dominio = R — {-1,-2,2}.



e) Ix-2

Solucion: La expresion en este caso es una raiz cubica. Como las raices de indice impar

estan definidas para todos los nimeros reales y el radicando x—2 es un polinomio el
dominio contiene a todos los reales.
Dominio = R

) /X

Solucion: El dominio de la expresion /X es el conjunto de todos los numeros reales no

negativos ya que estos son todos los niumeros que tienen raiz cuadrada principal definida
en el sistema.
Dominio = {x € R | x > 0} = [0,).

g) ¥12x+4

Solucion: Este caso es similar al anterior en el sentido de que la expresion también es una
raiz de indice par. Como el radicando es un polinomio, el tnico "problema" seria que la
expresion 12x+ 4 de lugar a un valor no negativo. El dominio es el conjunto solucion de la
desigualdad 12x+ 4 > 0.
12x+4 >0
12x > -4

> =1

Dominio= {x e R | x> 3} = [F,2).

7
) x2+10

Solucion: Este caso es similar a la parte (c) arriba. La diferencia es que el denominador

x?+10 no es cero para x € R (la ecuacion x2+ 10 = 0 no tiene solucién real.)
Dominio = R.

) X2+ L



Solucion: En esta expresion tenemos dos cosas que considerar: Primero el radicando

X — 2 debe ser no negativo y segundo el denominador x— 3 debe ser diferente de cero.
1% : x-2>0 & x>2
200 1 x-3=0 < x=3
Vemos que el dominio tiene a los nimeros mayores o iguales que 2 salvo 3.
Dominio = [2,0) — {3} =[2,3) U (3,%).

Ejercicios |
1) Dar el decimal equivalente a la fraccion dada.

Q) 2 b g L g - & 2

2) Dar una fraccion equivalente al decimal dado. Simplifique el resultado.

a) 23.4 b) 12.03 c) -0.002 d) -7.040404
e) -0.121212... f)y -18.333... g) 25.15 h) 3.01232323...
i) 0.121121... i) 6.3544... K) 25.441775 ) 0.0562345...

3) Determinar si el numero dado es racional o irracional.

) 22 b) 73 (L)
d) 13.232323... e) 8+ /8 f)7/5 - J5
g) &2 h)5.% =0 i) V4

)% K (V27 /3 ). 32



m) ¥32 n) /.04 —.04 fi).0°
Ejercicios Il
1) Contestar cierto o falso.
a) 19| = 19. b) [17 - 25| = 17— 25. c) |52 = 52
d) |(-5)?| = (-5)% e |[r-V2|=n-J2. f) |0] = 0.
g) x-1|>x-1. h) [x?-4|=x?+4. i) |;—§|=3X_2.

) B-yl=y-3 para y<a3.

K) [zl = -z para z negativo.

Ejercicios Il

1) Evaluar cada expresion para los valores dados a sus variables. No olvide simplificar.
a) -3x*+2x3-x+5 para x=-2.

|4
2x+1

b)

x-2y-3z
X+2y+32

c)

- para Xx=3.

para x=1 y=2 vy z=3.

d §x*+y para x=10 y y= 25

JT

e) +nr*h para r=- y h=6.

f) (sint)

2+(cost>2 donde sint= =L y cost= L2

/4

2 2



g) T para a=-1, b=-10, y c=-9

h) x%—y% para x=125 y y=38.

i) 2x2-3y+5z para x=z-2 y y=1z+1.

j) Js(s—a)(s-b)(s—c) donde a=4, b=3 c=5y s= &€,

2) Determinar el dominio de las siguientes expresiones algebraicas.

VBB metox ok 9k

e) y3x-9 f) x5 — & s)] RES h) 24555
3X x—1 V]

i 1 i) =3x2 8x-12 7%.2

i) JI0x-1 + % ) =5 k) =2 ) 22

m) §1-./x+5 n) x22—9 A) & + g 0) /Xx-5 +J/x+10



