Repaso de Geometria

Preliminares:
En esta seccion trabajaremos con los siguientes temas:
I. El Teorema de Pitagoras.
Il. Férmulas basicas de geometria: perimetro, area y volumen.

I. El Teorema de Pitagoras.
Un tridngulo rectangulo es uno con un angulo recto o de medida de 90 grados ( 90°.) Algunos
datos basicos sobre estos triAngulos son:
1) Como la suma de los angulos internos de cualquier triangulo es 180°, en un triangulo
rectangulo hay, ademas del angulo recto, dos angulos agudos” y estos son complementarios™.
* angulo agudo -~ su medida es positiva y menor que 90°.
** angulos complementarios — la suma de sus medidas es 90°.
2) La hipotenusa de un.triangulo rectangulo es el lado opuesto al angulo recto. Como el
angulo recto es el angulo mas grande, la hipotenusa es el lado mayor del triangulo. Los otros
dos lados son los catetos del triangulo rectangulo. Ver la Figura 1 a continuacion.
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Ahora formulamos el teorema:



Teorema de Pitagoras:

En un triangulo rectangulo,
c®2=a?+Db? donde ay b sonlos catetosy c es la hipotenusa.

Notas:
1) El converso del Teorema de Pitdgoras también es cierto. Esto es:
Si en un tridngulo con lados a, b y ¢ tenemos c¢? = a?+ b? entonces, el triangulo
es rectangulo. (Debe estar claro que c¢ es el lado mayor.)
2) Cuando usamos el Teorema de Pitagoras no importa cual cateto se denota por
a ycual porb.
3) Usualmente tendremos que resolver una ecuacion del tipo *2 =D
donde x esladesconociday D esunnumero fijo. Si #> 0 la ecuacion tiene dos
soluciones dadas por * = =,/D . Como en este ambiente sabemos que el valor buscado
* es positivo descartaremos la solucion negativa y pasaremos, sin mas,a * = /D .

Ejemplo 1:
a) Determinar la hipotenusa de un triangulo rectangulo con un cateto de medida 5
y otro de 12.

Solucién:  Denotando, como en el teorema, a la hipotenusa por ¢ y a los catetos por
ay b ,tenemos a=5 , b=12 y c? = a?+b? Asi,

c? =52+ 122

c® =25+ 144

c? = 169

c=,169 = 13

La medida de la hipotenusa es 13.

b) En un triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide 60 y un cateto 40, determine
la medida del otro cateto.

Solucion:  Hipotenusa: ¢ = 60. Catetos: a=40y b=7?
c?=a’+b?
602 = 402 + b?

3,600 = 1,600 + b?
b? = 3,600 — 1,600
b? = 2,000
b= /2000 = 10,/20.
La medida del cateto buscado es 10,20.



c) Las medidas de los lados de un triangulo son: 1, % y g . Si dicho triangulo

tiene un angulo de medida 60°, determine la medida de los otros dos angulos.

Solucién: La clave para resolver este ejercicio es notar que el triangulo en consideracion

tiene un angulo recto. Veamos,

17 : El lado mayor es el que mide 1 ( 1=%=%>§ )

2% : Usando el converso del Teo. de Pitagoras llegamos a la
conclusion deseada ya que
2
@b = (1 e (F) ~gri-d-1-v-c
Ahora tenemos un dngulo de 60° (dado) uno de 90° asi que el otro &ngulo debe medir
90° - 60° = 30°.

Il. Formulas basicas de geometria.

En esta parte trabajaremos primeramente con las formulas de &rea para triangulos y
rectangulos; el perimetro de un poligono; el area de un disco y la circunferencia de un
circulo; el volumen de una caja rectangular (ortoedro) y luego &area de superficie y el
volumen de cilindros y esferas.

1) Férmula para el area de un triangulo

A = 2bh
donde A eselérea, b eslabase vy
h es la altura correspondiente a la base.

Ver la figura 2.



FIGURA 2

Ejemplo 2:
a) Determinar el area de un triangulo con base 15y altura 22.
Solucion: Tenemos base b =15, altura h=22y area A="?

A= 1bh
A= 1(15)(22)
A=35 - 165

b) Determinar la base de un tridngulo con area 50 y altura 16.
Solucion: Tenemos area A =50, altura h=8 y base b="7?

A= 1bh
50 = 5 (b)(8)
50 = 4b

b =3

b=2 ¢ 125

c) Determinar el area del triangulo en la figura 3.
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Solucion:  Tenemos un triangulo con base 10 y altura correspondiente desconocida,
pero el triangulo es un tridngulo rectangulo con hipotenusa 18. Usando el Teo. de
Pitdgoras podemos obtener la altura. (Note que la altura es un cateto del triAngulo.)

182 = h? + 102
324 = h? + 100
h? = 324 - 100
h? = 224
h =224
h=4/14.

Ahora tenemos base b =10, altura h=4/14 y area A="?
A= 1(10)(4/14)
A=5(4/14) = 20/14

El area del triangulo es  20,/14 unidades cuadradas.
2) Férmula para el area de un rectangulo

A = bh
donde A eselérea, b eslabase vy
h eslaaltura .
Ver la figura 4.
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Ejemplo 3:
a) Determinar el area de un rectangulo con base 18y altura 12.35 .
Solucion: Tenemos base b=18 y altura h=1235y é&rea A="7?

A = bh
A = 18(12.35)
A=2223

b) Determinar la altura de un rectangulo con area 372 y base 9r.
Solucién: Tenemos &rea A= 37?, base b=9z y altura h="?

372 = 9zh
h= 32

O
h:%.

3) El perimetro de un poligono

Un poligono es una figura geométrica cerrada delimitada por segmentos de recta.
El perimetro de un poligono es la suma de las medidas de sus lados. Ver la figura 5.

H pe:rfmﬂru €3 p donde

P=s+b+e+d+e+f+g
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Ejemplo 4:
a) Determinar el perimetro del poligono en la figura 6.



FIGUEA 6

Solucion:  El perimetro P es:
P=75+7+85+45+10+6
P =435

b) Determinar el perimetro del poligono en la figura 7.
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Solucion:  El perimetro P es:
P=125+12+85+5+6+6.5+2.5+9.5
P =625

4) Formulas para el &rea de un disco y la circunferencia de un cir culo:

A=nr? y C=2nr
donde A eselareadeldisco, C es lacircunferencia
y r es el radio del circulo.
Ver la figura 8.
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Ejemplo 5:
a) Determinar el area de un disco de radio 5‘f .

Solucién: El area A es:
2

_ 5/3
-(5%)

A=nr—3
25(3) 75
A= ﬂ'T = 4”

b) Determinar el radio de un disco con area 225.
Solucién: Tenemos A=225 y A=nr?.Elradio r es:

225 = nr?
2 _ 225
r<=-=
_ [25
r=ys%
J225 55

racionalizando el denominador r = =

c) Determinar el radio de un circulo cuya circunferencia mide 3,6007.

Tenemos C=3600r y C=2zr.Elradio r es:

3,600 = 2rr
[ — 3600r
2
r=1,800.

Solucién:

d) Determinar el area de la region en la figura 9.
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Solucién: Para obtener el area de una regiébn como esta debemos cortarla como se
muestra en la figura 10:
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El dreade laregiones: A=R1+R2+R3=[27(10)*]+[3(10)(16) ] +[20(16)]
A = [507] +[80] + [320] = 400+50r 6 50(8+ ).

5) Formula para el volumen de una caja rectangular

V = lah
donde V eselvolumendelacaja, | eslalongitud
delabase, a eselanchoy h eslaaltura.
Ver la figura 11.
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Ejemplo 6:
a) Determinar el volumen de una caja rectangular cuya base mide 10
su ancho es 12y su alturaes 14 .

Solucién: El volumen V es:
V = 10(12)(14) = 1,680 .

b) Determinar la altura de una caja rectangular cuya base mide 32 ,
suanchoes 5 ysuvolumenes 100.

Solucién: Tenemos V=100, |=3/2, a=5y V=Ilah.Laaltura | es:
100 = (3J2)(5)l

100 = 1521

racionalizando el denominador | = 4=~

2042 102
6 3



6) Formulas para el volumen y el area de superficie de una esfera

F— 4.3
F S

-

A= 4w

" es elvolumen
A eseldarea de superficie

» eselradio de la esfera

Figura 12

Ejemplo 7:

4>|§|

a) Determinar el volumen de una esfera de radio
Solucion: El volumen V es:
V= Aﬂ<£>3

b) Determinar el area de superficie de una esfera de radio 7.2 .
Solucion: Elarea A es:
A = 47(7.2)?

A = 47(51.8) = 207.27 .

c) Determinar el volumen de una esfera cuya area de superficie es 400 .
Solucién: Tenemos A =400 y A= 4xr?,asique 400 = 4xr? . Resolvemos
la ecuacion por r para obtener el radio de la esfera.



400 = 4rr?

2 _ 400
r_47r
r2 = 10
_ 10

"= =

Ahora determinamos el volumen:

3
_ 4 10 _ 4 1,000
V_?”<ﬁ> _?”<nﬁ>

4,000/7
V = 400 _ Jr .

3/ 3r

7) Formulas para el volumen y el area de superficie de un cilindr



~ volumen
,
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h A = 21 + 2mrh
65  2m(r+h)

r es elradio de la base
—  h eslaaltura
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NOTA: El lector debe notar que el volumen del cilindro es el producto del
area de la base por la altura y que en la formula del area el sumando 27xr?
corresponde al area de las dos "tapas" circulares y el otro sumando 2zrh
el area de la superficie lateral. Ademas, el area de la superficie lateral es
el producto de la circunferencia de la base por la altura.

Ejemplo 8:
a) Determinar el volumen de un cilindro cuya base tiene un radio 2.5
y cuya altura es 3.

Solucién: El volumen V es:
V = 7(2.5)%(3) = 18.75%

b) Determinar el area de superficie de un cilindro cuya base tiene radio
3J/2 ycuyaalturaes 6.
Solucion: El area A es:
A=2rr2+2zrh  donde r=3/2 y h=6/2,
A=2r(3/2)°+22(3J2) (6/2)
A = 27(18) + 27(36) = 367 + 727 = 1087
A~ 339.29 (unidades cuadradas)



c) Determinar el radio de la base de un cilindro cuya area de superficie
es 157 metros cuadrados dado que el diametro de la base es 4 veces la
altura.
Solucion: Tenemos, area A = 157 = 27r? + 2nrh
donde r es el radio y h es la altura.
Ademas, sides el diametro, d=4h y d=2r. Porlotanto
4h=2r 6 h= 7.

Asi, sustituyendo h= % en 15z = 2zr?+ 2zrh obtenemos:

157 = 2nr2 + 2nr (4
157 = 2nr? + nr?
157 = 3nr?
5=r?
r=4J5
elradioes 5 =~ 2.2361 metros.

Ejercicios |
1) La hipotenusa de un triangulo rectangulo tiene medida /58 y uno de
sus catetos mide 3. Determine la medida del otro cateto.

2) Determinar la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos
catetos tienen medidas 5 y 12.

3) Las medidas de los lados de un triangulo son: 2.5, 2 y 1. ¢Ser&
dicho triangulo un tridngulo rectangulo?

4) Un triangulo rectédngulo isosceles tiene hipotenusa 2 .¢,Cual es la medida
de sus dos lados iguales?

5) Un globo de aire calientese encuentra a una altura de 300 pies sobre un
punto A en el Valle de Lajas. A una distancia de 500 pies (en el mismo valle) se
encuentra el punto B. Determinar la distancia d entre el globo y el punto B. Ver la
figura 14 .



Figura 14

6) La distancia entre el extremo superior de una torre de comunicaciones
y el extremo de su sombra es 85 metros. La longitud de la sombra de la torre
es 80 metros. Ver la figura 15.

o N

a) Determinar la altura de la torre.

b) Al otro lado un cable de 60 metros ayuda a sostener la torre. Si
el cable va desde el extremo superior de la torre hasta un punto A en el
suelo, determinar la distancia entre A y la base de la torre.



Ejercicios Il

1) Determinar el &rea de un triangulo con altura 6 y base 22 .

2) Determinar el area de un rectangulo con base 734 y altura 532 .
4

3) Determinar el area de un circulo cuyo radioes < .

4) ¢,Cudl es la base de un triangulo cuya alturaes 5 y su areaes 105 ?
5) ¢,Cual es el radio de un circulo con area 4007 ?
6) Determinar el diametro de un circulo cuya circunferencia es L,f”
7) El radio de la Tierra es aproximadamente 4,000 millas. Suponer que la
Tierra es una esfera perfecta .

a) Determinar el area de superficie de la Tierra.

b) Determinar la longitud del Ecuador.

8) Determinar el volumen de una caja rectangular cuya base mide 2,

9 20
su ancho es - y su altura es <F-.

9) Determinar el ancho de una caja rectangular cuya base mide 12.5 ,
su alturaes 16.125 y suvolumenes 44.25 .

10) Determinar el radio y el area de superficie de una esfera cuyo volumen
es 72rJ2 pies cubicos.

11) Determinar el area de superficie y el volumen de una esfera con radio 5.

12) Determinar el area de superficie y el volumen de una esfera con radio 12§36 .
13) Determinar el volumen y el area de superficie de un cilindro cuya base

tiene un radio 37 y cuya altura es 2z° .

14) Determinar el area de superficie de un cilindro cuya base tiene radio
3J/2 ycuyaalturaes 6.

15) Determinar la altura de un cilindro cuya area de superficie es 40r
dado que la altura es 6 veces el radio de la base.

16) Determinar el area de la base de un cilindro cuya altura es 4 metros y su volumen
es 2.257% metros clbicos.



17).  Determine el perimetro de cada poligono en la figura 16.
18) En la regién 1 de la figura 16 un circulo menor interseca a uno mayor en solamente
un punto y también pasa por su centro. Encontrar el &rea de la parte gris dado que el circulo

mayor tiene didmetro 2 .

1.1 1.1

2.2

Foligono 1 Foligono 2

—~— Poligono 3 Region 1




